MATHEMATISCHE UNTERHALTUNGEN

Aufstieg zum Gran Tribonacci

Das seltsame Land der »4-Tupel« ist weit gehend flach. Aber es gibt

einen Gipfel — unbezwingbar, denn er ist unendlich hoch.

Von Achim Clausing

Hochsommer in den Dolomiten, ein
strahlend schoner Tag. Auf der
Bergwiese vor der Calcolata-Hiitte, fast
2000 Meter hoch am Einstieg zum Gran
Tribonacci gelegen, faulenzen drei Wan-
derer. Enrico ist ein Mathematiklehrer
aus Neapel, Typ Naturbursche mit Voll-
bart und unvermeidlicher Pfeife. Ada und
Charly studieren in London Computer
Science, sie gehéren eher zu der neuer-
dings ofter anzutreffenden Spezies der
Hightech-Hiker. Enrico und das Pirchen
haben sich erst beim Aufstieg zur Hiitte
kennen gelernt, aber bei aller Verschie-
denheit versteht man sich bestens.
Wihrend Charly sein Handy in das
Subnotebook stopselt, um im Internet
den Wetterbericht nachzusehen, zeigt
Ada Enrico, wie man auf ihrem GPS-Ge-
rit die Hohe der Hiitte ablesen kann.
»Die hab’ ich schon auf der Tafel am
Hiitteneingang gelesen«, lacht Enrico.
Und dann zu Charly, auf die Zapfen ei-
ner Latschenkiefer deutend: »Und dass es

Von jedem ganzzahligen 4-Tupel (a, b, ¢, d)
kommt man in endlich vielen Abwarts-
schritten in die Ebene, das heifl3t zu dem
4-Tupel (0, O, 0, 0). Warum?

Ein Abwartsschritt erzeugt aus dem
Tupel (a, b, ¢, d) das neue Tupel (ja-b,
|b-c|, |c=d|, |d-a]). In den Beispielen
von Enrico und Ada beobachtet man,
dass spatestens nach vier solchen Schrit-
ten alle Zahlen gerade sind.

Das gilt immer: Wenn zum Beispiel a,
b, ¢ gerade sind und d ungerade ist,
dann verlaufen die Abwartsschritte wie
folgt:

(0, 0, 0, 1)>(0, 0, 1, 1)-(0, 1, 0, 1)
~(1,1,1, 1)-(0, 0, 0, 0).

Dabei steht 0 fiir eine gerade und 1 far
eine ungerade Zahl, — fir einen Ab-
wartsschritt. Die anderen Kombinatio-

morgen nicht mehr so schén wird wie
heute, seh ich an denen da.«

»Ach komm«, meint Ada, »ich finde
das spannend: Erst wenn das GPS Sig-
nale von vier Satelliten empfingt — hier,
am Display sicht man, wie es einen nach
dem anderen reinkriegt —, kann es die
Hohe ausrechnen.«

Jetzt wird Enrico lebhaft. »Aus vier
Zahlen die Hohe ausrechnen? Das ist
wirklich spannend! Ich habe da nidmlich
was ganz Seltsames entdeckt.« Er kramt
einen Bleistiftrest aus der Tasche und be-
ginnt auf der Riickseite seiner Wander-
karte zu schreiben.

»Du fingst mit vier Zahlen an, zum
Beispiel

37 18 15 3.

Diese vier Zahlen beschreiben eine Stelle
im Gebirge, aber du weifft noch nicht,
wie hoch sie liegt. Unter jede Zahl
schreibst du den Abstand zu ihrem rech-
ten Nachbarn:

19 3 12 34

Alle Wege fiihren in die Ebene

nen aus Gerade und Ungerade Uberlegt
man sich entsprechend.

In einem Tupel aus lauter geraden Zah-
len darf man jede Zahl durch 2 teilen:
Wenn das halbierte Tupel vier gleiche
Zahlen erreicht, dann gilt das auch fir
das »gerade« Tupel und damit fir das
Starttupel.

Die groBte unter den vier Zahlen eines Tu-
pels wird bei einem Abwartsschritt zu-
mindest nicht groRer (meistens sogar
kleiner). Beim Teilen durch 2 wird auch
dieses Maximum des Tupels halbiert.
Also kann man nach jeweils vier Schrit-
ten mit einem Tupel weiterrechnen, des-
sen Maximum sich halbiert hat oder
noch kleiner geworden ist. Und weil alles
ganzzahlig ist, landet man irgendwann
unvermeidlich bei einem Tupel aus vier
Nullen.
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(Die letzte Zahl hat die erste als rechten
Nachbarn.) Diese Rechnung heifSt sein
Schritt abwirts«. Jetzt machst du so lange
Abwirtsschritte, bis du bei vier gleichen
Zahlen ankommst — gewissermaflen im
Flachland. Die Anzahl deiner Schritte
bis dahin ist die »Ho6he« der vier Zahlen,
mit denen du angefangen hast.«

Ada bt sich in der lingst verlernten
Kunst des Kopfrechnens. Unerwartet
schnell ist alles vorbei:

37 18 15 3
19 3 12 34
16 9 22 15
7 13 7 1
6 6 6

»Nach vier Schritten ist schon fini-
to«, kommentiert Enrico. »Nicht gerade
Schwindel erregend hoch, was? Aber ge-
nau das ist das Eigenartige an der Sache:
Egal, wo du startest, jedesmal bist du
mit ein paar Schritten in der Ebene.«

»Vielleicht muss man fiir grofere
Hohen einfach groflere Zahlen neh-
men?« Ada probiert es aus, aber Enrico
hat Recht:

596101 201938 203377 60249
394163 1439 143128 535852
392724 141689 392724 141689
251035 251035 251035 251035

»Es niitzt dir auch nicht viel, wenn du
deine Zahlen noch grofSer machst. Meis-
tens bist du trotzdem ruck, zuck unten.
Ubrigens kommst du manchmal schon
mit kleinen Zahlen etwas hoher hinauf:

RO OO N~ O
EENIT Nl (SR (SR (S ROV
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Aber was soll’'s, Hohe 7 ist immer noch
kein Hochgebirge.« Mit Grandezza weist
er auf die Bergwelt ringsum. »Dreitau-
sender will ich sehen!«

Inzwischen hére auch Charly zu.
»Die konnen doch nicht so schwer zu
finden sein. Du musst nur griindlich su-
chen! Gib mir ein paar Minuten Zeit
zum Probieren.« Das nun einsetzende
Tastaturgeklapper stoért ein wenig die
nachmittigliche Stille.
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Ada liegt wieder auf dem Riicken
und schaut in den blauen Himmel. »Sag
mal, Enrico, woher nimmst du eigent-
lich die Sicherheit, dass man immer ins
»Flachlands, also zu vier gleichen Zahlen
komm¢t? Wenn ich im Gebirge bei jedem
Schritt abwirts gehe, konnte ich ja zum
Beispiel statt im Tal an einem hoch gele-
genen See landen, um den ich dann
héchstens noch auf gleicher Hohe he-
rumwandern kann, ohne dass es weiter
abwirts geht. Kann hier nicht auch so
was passieren? Kénnte man nicht viel-
leicht bei ein paar Vierergruppen an-
kommen, zwischen denen die Rechnung
dann immer im Kreis liuft?«

Solche Fragen sollte man einem
Mathematiker besser nicht stellen. Mit
Begeisterung erkldrt Enrico ihr haar-
klein, warum das keinesfalls vorkom-
men kann (Kasten links unten; siehe
auch Spektrum der Wissenschaft 1/
2002, S. 112). »Aber nur, wenn du mit
Vierergruppen von Zahlen rechnest. Bei
3- oder 5-Tupeln tritt genau das ein,
was du vermutet hast — man landet in
der Regel in einem Zyklus aus mehreren
Tupeln, aus dem die Rechnung nicht
mehr herausfindet.«

»Tupel?«

»Ja. Kleiner lateinischer Sprachscherz
der Mathematiker. Drei Zahlen heiflen
ein Tripel, vier ein Quadrupel, dann geht
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Der GranTribonacci

es weiter: Quintupel, Sextupel, ..., und
wenn man sich auf die Anzahl der Zah-
len nicht festlegen will, nennt man es #-
Tupel. Fiir =4 dann ein 4-Tupel.«

Ada hat besser zugehort, als man bei
ihrer schlifrigen Haltung vermuten wiir-
de. »Was du sagst, hat alles mit ganzen
Zahlen zu tun. Wie sehen denn die Ho-
hen aus, wenn du etwas krummere Zah-
len nimmst? Dann kénnten die Zahlen
bei den Abwirtsschritten doch immer
kleiner werden, ohne dass das jemals auf-
hort, oder?«

»Eine wunderbare Frage, Ada, ehr-
lich! Aber es geht wie durch ein Wunder

nicht so, sondern man kommt ebenfalls
blitzschnell auf vier gleiche Zahlen.
Schau, dieses Beispiel ist typisch.« Enrico
rechnet mit beeindruckender Geschwin-

digkeit:

1 e \/7 T
e—1 e—\ﬁ 71—\/7 n—1
\/7—1 n—e \/7—1 n—e

Und schon in der nichsten Zeile steht
viermal derselbe Ausdruck: \7 +e—n—1.
»Alles exakt gerechnet, nicht mit Nihe-
rungswerten wie e=2,71828... oder

\7=2,64575... Aber die Zahlen in die- >

Der Weg nach oben: die Tribonaccizahlen

Fiir eine genauere Beschreibung des Aufstiegs nummerieren wir
die Tribonaccizahlen: %=0, t,=0, t,=1, t,.3=t,+ t,.; + t.,, . Das
n-te »Iribonaccitupel« ist dann T,=(t,, t,,;, t,.2, t,.3 . Die ers-
ten drei Abwartsschritte von T, aus verlaufen so:

Tn" Tn—2+ Tn—7" n-3t Tn—7*>2 : Tn—2

Das kann man mit etwas Geschick unschwer nachrechnen.
Uns genugt ein Beispiel:

(81, 149, 274, 504) = T,, — (68, 125, 230, 423)

= (24, 44, 81, 149) + (44, 81, 149, 274) = Tg+ T

— (567 105, 193, 355) = (13, 24, 44, 81) + (44, 81, 149, 274)
=T+ T, —(48, 88, 162, 298) =2-(24, 44, 81, 149) = 2. T

Daraus sieht man, dass beim Ubergang von T,., zu T, die Hohe
um 3 anwachst. Die genaue Hohe des Tupels T, ist 3n/2+2 flr
gerades n und (3n+1)/2 fir ungerades n. Der kleinste »Drei-
tausender« unter den Tribonaccitupeln ist demnach T,y Mit
der Hohe 3002. Die kleinste Zahl t,y, dieses Tupels hat 529
Dezimalstellen! Wenn man diese riesige Zahl nur um 1 erhéht,

so ist das geanderte Tupel schon um 998 niedriger. Klar, dass
es aussichtslos ist, so hohe Tupel durch zufélliges Probieren zu
suchen.

Wie groB muss ein Tupel mit einer vorgegebenen Hohe mindes-
tens sein? Die Antwort gibt eine Zahlenfolge, die eng mit der
Tribonaccifolge verwandt ist:

0,1,1,1,3,3, 4,9, 11,13, 31, 37 44, 105, 125, 149, 355, ...

Das n-te Element a, dieser Folge gibt an, wie grol3 die grofite
Zahl in einem 4-Tupel der Hohe n mindestens ist. Beispielswei-
se ist a;=9, weil es Tupel der Hbhe 7 mit dem Maximum 9
gibt, zum Beispiel (0, 1, 4, 9), nicht aber solche, deren Elemen-
te alle kleiner sind als 9. Die Glieder dieser Folge sind

b, tl b+, &, G+l G+l &, 4ttt b+, G, ...
Aus den Werten a,, = t,;=5768 und a,s= tig+ ;5= 13745 sieht

man, dass Charly mit seiner Suche in den Zahlen bis 10000
bestenfalls ein Tupel der Hohe 24 héatte finden kdnnen.
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5000

4000

3000

2000

1000

D> ser Rechnung liegen so weit auseinander,

dass es egal ist, ob wir exakt oder nihe-
rungsweise rechnen. Wir konnten eben-
so mit den Niherungen

1,00 2,71

2,64 3,14

oder gleich mit den ganzen Zahlen

100 271 264 314

anfangen, die Rechnung wiirde nicht an-
ders verlaufen. Das ist — in striflicher
Vereinfachung — der Grund, warum man

auch von solchen >krummen« 4-Tupeln

Der Gipfel der Tupel

Um auch bei schlechtem Wetter einen Blick
auf den Gran Tribonacci zu werfen, nor
miert man alle Tupel, indem man zuerst
das Minimum abzieht und dann durch
das Maximum teilt. Beispiel: Aus (37, 18,
15, 3) wird zuerst (34, 15, 12, 0) und dann
(1, 15/34, 12/34, 0). Dadurch andert sich
an der Hohe des Tupels nichts, aber zwei
der Komponenten haben die Werte 0
und 1, die anderen liegen irgendwo da-
zwischen. Durch Umstellung der Reihen-
folge kann man noch (ohne Anderung
der Hohe!) erreichen, dass die Null an
der ersten Stelle steht und die Eins ent-
weder an der dritten oder der vierten
Stelle: (0, x, 1, y) oder (0, x, y, 1). Die Ho-
hen dieser Punkte lasst man sich von ei-
nem Computer zeichnen.

Dabei stellt sich heraus, dass die
Punkte (0, x, 1, y) langweilig sind: Ihre
Hohe reicht nur bis 5. Die Abbildung
zeigt die Hohen der Punkte (0, x, y, 1)
(nur eine Halfte des Diagramms ist ge-
zeichnet, die andere sieht genauso aus).
Wieder ist eine Halfte langweilig: Fur x >
y hat man immer Hohe 3 (die griine Re-
gion). In der anderen Halfte liegt der rot

Charlys Statistik: So verteilen sich

die H6hen von 10000 zufalligen 4-
Tupeln mit Werten unterhalb von 10000.
Darunter sind nur drei Tupel mit Hohe 10
und zwei mit Hohe 11: (4147, 88, 766, 1934)
und (8955, 334, 4958, 7737). Das Bild ist
typisch, auch fir Tupel mit viel groReren
Zahlen. Insbesondere hat immer unge-
fahr die Halfte aller Tupel die Hohe 3.

so schnell zu vier gleichen Zahlen
kommt. Meistens jedenfalls! — Charly,
was machen die Dreitausender, schon
was gefunden?«

»Leider nein. Uber die Hohe 11 bin
ich noch nicht hinausgekommen. Lang-
sam habe ich Zweifel, ob es in deinem
mathematischen Gebirge Dreitausender
gibtl« (Bild links oben)

»Wer hoch hinauf will, muss klet-
tern«, meint Enrico und stopft gemiit-
lich seine Pfeife, »du wirst sehen, damit
kommt man ganz schon weit. In Hohe
3000 wird die Luft allerdings diinn ...
Mit Klettern meine ich, dass man Auf-

wirtsschritte machen muss! Man muss
zu cinem Tupel (4, 4, ¢, d) ein anderes
Tupel (x, 3, 2 #) finden, von dem aus es
in einem Abwirtsschritt nach (4, 4, ¢, )
geht — also eines, das tiber (4, 4, ¢, d)
liegt. So ein Tupel gibt es leider nicht
immer. Aber wenn a2+ b+c=d ist, exis-
tiert eins. Dann liegt nimlich (x, y, 2, #) =
(0, @, a+b, a+b+c) einen Schritt iiber
(@, b, ¢, d). Das sicht man, oder? Zum
Beispiel erfiillt (19, 3, 12, 34) die Bedin-
gung: Es gilt 19+3+12=34, also liegt
(0, 19, 22, 34) einen Schritt dariiber.
Hat man diesen Anstieg erst ge-
schafft, ist auf der neuen Hohe leicht he-
rumwandern, indem man zu den Zahlen
des gefundenen Tupels eine Konstante
addiert und/oder ihr Vorzeichen um-
dreht. So kommt man zu meinem ersten
Beispiel (37, 18, 15, 3)=(37, 37, 37, 37)
—(0, 19, 22, 34), das ebenfalls einen Auf-
wirtsschritt tiber (19, 3, 12, 34) liegt.«
Enrico entziindet seine Pfeife und
fihrt unter dicken Rauchwolken fort:
»Um nun in richtig grofle Hohen zu
gelangen, sollte das um einen Schritt ho-
here Tupel am besten wieder von der Art

ACHIM CLAUSING

eingezeichnete Gran Tribonacci. Die Ko-
ordinaten seines Gipfels kann man ge-
nau bestimmen, es ist das Tupel (0,1/x%,
1/x3+1/x?, 1)=(0, 0,160..., 0,456..., 1),
wobei x=1,839... die positive Losung
der »Tribonacci-Gleichung« 1+ x+x%=x3
ist. Ohne Normierung hat der Gipfel die
Koordinaten (1, x, x2, x3) mit diesem x.
Hier und nur hier, in der unmittelbaren
Nahe dieses Gipfels findet man wirklich
hohe Tupel. Und der Gipfel selbst? Er ist
der einzige Punkt, von dem aus man
auch mit noch so vielen Schritten nicht

Blick auf den Gran Tribonacci aus

dem Flugzeug (links) und aus dem
Satelliten, der in groBer Hohe genau
tiber dem Gebirge schwebt (rechts)

in die Ebene gelangt! Von (1, x, x?, x3)
kommt man in einem Abwartsschritt
nach 0,839...- (1, x, x?, x°). Das kann man
noch so oft wiederholen, die Koordinaten

werden nicht gleich. Auch wenn die Gra-
fik das nicht darstellen kann: Der Gipfel

des Gran Tribonacci ist unendlich hoch.
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sein, dass seine ersten drei Zahlen zu-
sammen die vierte ergeben, ebenso das
dariiber liegende Tupel, und immer so
weiter. Das wire ein echter Steilaufstieg!
Und den gibt es tatsichlich. Hier ist er:
Es sind die Zahlen

0,0,1,1,2, 4,7, 13, 24, 44, 81, 149,
274,504, ...

Man bekommt sie, wenn man mit 0, 0, 1
anfingt und dann immer die Summe der
letzten drei Zahlen als nichste hinschreibt:
0+0+1=1, 0+1+1=2, 1+1+2=4, ...
Das ist genau unsere »a+ b+ c=d«-Regel.
Zu Ehren des Gran Tribonacci will ich
sie die Tribonaccizahlen nennen. Das
Wunderbare an ihnen ist: Wenn man je
vier aufeinander folgende Tribonaccizah-
len zu einem Tupel macht, dann werden
diese Tupel hoher und hoher! Die Stei-
gung auf unserem Aufstieg ist allerdings
nicht gleichmiflig, es geht immer ein
Stiick eben, dafiir liegt das nichste Tupel
gleich um 3 Schritte héher:

2,2,5,5,8,8,11, 11, 14, 14, 17, ...

Zum Beispiel hat (0, 0, 1, 1) die
Hohe 2 und (81, 149, 274, 504) die
Hohe 17. Na ja, und weil dieser Weg
endlos nach oben fiihrt, kommt man auf
ihm irgendwann auch iiber die Dreitau-
sender-Grenze. Und noch weit héher ...
Was fiir ein Berg, der Gran Tribonaccil«

Am nichsten Morgen hat es sich zu-
gezogen, die Latschenkiefer und der
Wetterbericht haben Recht behalten.
Enrico lisst sich dadurch nicht von der
Gipfelbesteigung abhalten, aber Ada und
Charly finden den Aufstieg bei schlech-
tem Wetter zu riskant. Man tauscht
noch Namen und E-Mail-Adressen aus,
dann macht Enrico sich auf den Weg.

Charly sitzt schon wieder iiber sei-
nem kleinen Notebook. »Guck doch mal
vIribonaccic im Internet nache, schligt
Ada vor. Und siche da: Google findet
nicht weniger als 1210 Webseiten. Plotz-
lich ist Charly elektrisiert: »Schau mal,
da ist ja die Tribonaccifolge! Und ich
dachte ... Dabei gibt es sie ganz offiziell,
Nummer A73 in der »Online Encyclope-
dia of Integer Sequences.

Das ist eine interessante Webseite:
Man kann die ersten paar Glieder einer
Zahlenfolge eintippen, und die Encyclo-
pedia gibt die Auskunft zuriick, wie die
Folge weitergeht, wie sie heifft und was
die Mathematik dariiber weif$. «
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Leitern

Von Pierre Tougne

Folgendes Ratsel sorgte Anfang des 20.
Jahrhunderts fir Kopfzerbrechen:

»Zwei Leitern unterschiedlicher Lan-
ge AM=a und BN=b stehen auf waa-
gerechtem Boden schrag zwischen
zwei senkrechten Mauern (siehe Skiz-
ze rechts). Der Schnittpunkt der beiden
Leitern befindet sich in der Hohe h. Be-
rechnen Sie den Abstand d der beiden
Mauern.«

Das Problem ist ohne Computer nur
schwer zu I6sen — und mit Computer
nicht besonders reizvoll. Deshalb ist es
dieses Mal |hre Aufgabe, zu vorgege-
benen Werten von a und b diejenigen
Werte von h zu bestimmen, flr die das
Problem Uberhaupt eine Lésung hat
(formelmaRige Darstellung in Abhén-
gigkeit von a und b).

Finden Sie auferdem fir die ganz-
zahligen Werte a=119 und b=70 einen
ganzzahligen Wert von h, flr den sich

ebenfalls ganzzahlige Werte fir A_B,
AN und BTﬂergeben.

Schicken Sie lhre Lésung in einem
frankierten Brief oder auf einer Postkar
te an Spektrum der Wissenschaft, Le-
serservice, Postfach 104840, D-69038
Heidelberg.

Unter den Einsendern der richtigen
Losung verlosen wir flnf Prepaidkarten
»Holiday«. Der Rechtsweg ist ausge-
schlossen. Es werden alle Losungen
bericksichtigt, die bis Dienstag, 13. Juli
2004, eingehen.

Lust auf noch mehr Ratsel? Unser Wissenschaftsportal wissenschaft-online
(www.wissenschaft-online.de) bietet lnnen unter dem Fachgebiet »Mathe-
matik« jeden Monat eine neue mathematische Knobelei.

Charly tippt die Folge von gestern
ein, und die Online Encyclopedia gibt
sogar zwei Treffer zuriick: A45794 und
A65678. »Da steht ja die Geschichte, die
Enrico uns als seine Entdeckung vorge-
setzt hat. So ein Gaunerl«

Ada kramt den Zettel mit Enricos
Adresse heraus. »Enrico Ducci, liest sie
vor, »mal sehen, ob man unseren Freund
googeln  kann.« Die Suchmaschine
spuckt merkwiirdige Dinge aus: »R.
Honsberger refers to the four-number
sequence problem as Professor Enrico
Ducci’s observation.« Und, in italieni-
scher Sprache, einen Lebenslauf: »Enrico
DUCCI (1864 -1940). Nacque a Fermo
il 15-5-1864 ¢ mori a Napoli il 29—
7-1940. Autore di parecchi lavore di ca-
rattere didattico Necr.: Periodico di Ma-
tematiche (4) 20 (1940), 340.«

Auch ohne Italienischkenntnisse ist
klar: Dieser Enrico Ducci weilt seit 1940
nicht mehr unter uns. »Irgendetwas
stimmt da nicht.« Sie schauen aus dem

Fenster, ob Enrico noch zu sehen ist.
Aber den haben die Nebel lingst ver-
schluckt, mitsamt dem steilen Aufstieg
und dem ganzen Gran Tribonacci, als
hitte es das alles nie gegeben. <

Achim Clausing ist Professor
fir Informatik an der Universitat
. Minster (Westfalen).
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Playing Diffy with real sequences. Von K.R. Mc-
Lean in: Mathematical Gazette, Bd. 83, S. 58,
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A Mathematical Mountain Walk.
Von Achim Clausing. Erscheint
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Ingenuity in Mathematics. Von Ross Honsberger.
Random House, New York 1970
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