MARTIN VON GAGERN

Einige Kostproben aus Martin von Gagerns
Software zur Pflasterung der hyperbolischen
Ebene: Im Bild oben Mitte sind Dreiecke
gleich gefdrbt, wenn sie durch gewisse ele-
mentare Transformationen aufeinander ab-
gebildet werden; mit Hilfe dieser Transfor-
mationen fiillt das Programm die Flache mit
Repliken eines »Urmusters«. In den iibrigen
Bildern hat der Benutzer das Urmuster mit
der Maus gezeichnet.
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VISUALISIERUNG

Das Ausgedachte in
Sichtbares umgerechnet

Imagindres in Reales umgewandelt: Die Ausstellung »Imaginary 2008« ver-

sammelt Mathematik-Visualisierungen aus aller Welt.

Von Christoph Péppe

Eine Polynomgleichung wie zum Bei-
spiel x°—4x’~x*+1=0 ist nicht ein-
fach durch Anwendung einer Formel zu
l6sen. Die Mitternachtsformel aus der
Schule — mit p, g und der Wurzel — hilft
nur, wenn der Grad des Polynoms, das
heif3t die hochste vorkommende Potenz
von x, gleich 2 ist (»quadratische Glei-

chung«). Die entsprechende Formel fiir
den Grad 3 ist schon sehr umfangreich,
fiir den Grad 4 ist sie geradezu monstrds,
und fiir Gleichungen fiinften und hé-
heren Grades gibt es gar keine geschlos-
sene Formel mehr. Da hilft nichts als
schnéde Numerik: Ist es erst einmal ge-
lungen, die Nullstelle des Polynoms von
beiden Seiten in die Zange zu nehmen,
dann ist es nicht mehr schwer, sie auf so
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Fiir Polynome in drei Variablen x, y
und z ist die Situation nicht grundsitz-
lich besser. Im Allgemeinen gibt es nicht
nur wenige isolierte Losungen, sondern
ein ganzes Kontinuum. Alle Punkte
(x, 3, 2) im Raum, die eine Gleichung
wie x*z%+z"— y*—z’=0 erfiillen, bilden
eine Fliche. Aber wieder gibt es kein all-
gemeines, formelmiflig beschreibbares
Verfahren, die Punkte dieser Fliche zu
finden. Um sie darzustellen, muss der
Computer ziemlich viele Punkte durch-
probieren. Entsprechend ist der Glei-
chung nicht ohne Weiteres anzusehen,
wo die Fliche sich selbst durchdringt
oder wo sie so genannte Singularititen
wie Spitzen oder scharfe Kanten hat.

Hat man jedoch einen Punkt der
Fliache gefunden, dann ist es kein Pro-
blem auszurechnen, wie die Fliche in ei-
ner kleinen Umgebung dieses Punkts
aussieht. Immerhin sind Polynome diffe-
renzierbare Funktionen; diese Eigen-
schaft verschafft einem zwar nicht unbe-
dingt einen Punkt der Fliche, aber zu
einem gefundenen Punkt die Tangential-
ebene an die Fliche in diesem Punkt — es
sei denn, der Punkt wire eine Singulari-
tit. Wenn nun die Fliche aus einem
spiegelnden Material wire, dann wiirde
ein Lichtstrahl, der auf einen Punkt der
Fliche auftrifft, so reflektiert, als lige in

Mit dieser »Kollektion« aus Flachen gewan-
nen Richard Palais und Luc Benard den »Vi-
sualization Challenge 2006« der Zeitschrift
»Science.

diesem Punkt statt der echten Fliche die
Tangentialebene. (Die ist natiirlich in je-
dem Punkt eine andere.)

Damit sind algebraische Flichen — so
heiflen die Nullstellenmengen von Poly-
nomen — dankbare Objekte fiir die Visu-
alisierung mit dem Computer. In den
gedachten Raum, in dem die Fliche lebt,
setze man ein paar geeignete Lichtquel-
len und berechne, welchen Anteil dieses
Lichts jeder sichtbare Punkt der Fliche
ins Auge des Betrachters wirft. Dabei
unterstellc man in der Regel, dass die
Fliche das Licht nicht nur spiegelnd re-
flektiert, sondern auch diffus streut. Sie
wirft das Licht also nicht nur in der
Richtung zuriick, die der Regel »Einfalls-
winkel gleich Ausfallswinkel« entspricht,
sondern auch in abweichenden Rich-
tungen — je grofler die Abweichung, des-
to weniger.

Eistiite und Dingdong
mit spiegelndem Glanz
Alle Computerspiele arbeiten mit derar-
tigen Beleuchtungsmodellen. Aber al-
gebraische Flichen werden bei geschick-
ter Programmierung viel schéoner als die
virtuellen Helden samt Drachen und zu-
gehérigem Inventar; denn deren Ober-
flichen werden aus lauter kleinen Drei-
ecken mit jeweils einheitlichen Reflexi-
onseigenschaften zusammengesetzt, und
da sind sichtbare Briiche an den Drei-
eckskanten nicht immer vermeidbar.
Herwig Hauser, Professor fiir Mathe-
matik an den Universititen Wien und
Innsbruck, hat mit seinem Team die
Kunst der Visualisierung algebraischer
Flichen zu grofien Hohen getrieben. Be-

www.spektrum.de/lesershop

Spektrum der Wissenschaft Verlagsgesellschaft
mbH | SlevogtstraRe 3-5 | 69126 Heidelberg | Tel
06221 9126-743 | Fax 06221 9126-751 | service@
spektrum.com ”

SPEKTRUM DER WISSENSCHAFT - APRIL 2008

Spektrum

ER WISSENSCHAFT

Wissen aus erster Hand

RICHARD PALAIS UND LUC BENARD



sucher des Internationalen Mathematik-
Kongresses in Madrid 2006 konnten sich
an einem Sortiment kunstvoll ausgearbei-
teter Flichenbilder erfreuen. Die Fliche,
welche die Deutsche Mathematiker-Ver-
einigung dem Schriftsteller Hans Magnus
Enzensberger widmete (Spektrum der
Wissenschaft 1/2007, S. 114), stammt im
Konzept ebenfalls aus Hausers Werkstatt.

Gert-Martin Greuel, Direktor des Ma-
thematischen Forschungsinstituts Ober-
wolfach und als Professor an der Uni-
versitit Kaiserslautern selbst in der Sin-
gularititenforschung  aktiv, griff die
Ausstellung in Madrid auf, um zum Jahr
der Mathematik 2008 eine Ausstellung
mit den »international besten Mathe-
matik-Visualisierungen« zu konzipieren
und auf die Deutschland-Rundreise zu
schicken. »Oberwolfach«, das ist jenes
Institut im Schwarzwald mit den pa-
radiesischen Arbeitsméglichkeiten, wo
sich jede Woche eine andere Gruppe von
Mathematikern zu einer Tagung zusam-
menfindet — darunter auch Visualisie-
rer wie Ulrich Pinkall aus Berlin und
Richard Palais aus Irvine (Kalifornien),
der vor zehn Jahren emeritiert und im-
mer noch aktiv ist.

Palais und seine Arbeitsgruppe ent-
wickeln das Visualisierungsprogramm
»3D-XplorMath« — so erfolgreich, dass
Palais gemeinsam mit dem Kiinstler Luc
Benard den Visualisierungswettbewerb
der Zeitschrift »Science« gewann (Bild
links unten). Bei seiner Vergangenheit
verwundert es nicht, dass er dsthetischen
Reiz in merkwiirdig gekriimmrten Fli-
chen sucht (und findet), fiir die nur eine
ziemlich kleine Gruppe von Mathemati-
kern professionelles Interesse aufbringt.

Ein weiterer prominenter Mathema-
tik-Kiinstler ist Jos Leys, den ich Thnen
vor gut einem Jahr an dieser Stelle vor-
gestellc habe (Spektrum der Wissen-
schaft 2/2007, S. 105).

Warum soll man iiberhaupt die Aus-
stellung besuchen, statt sich die Bilder
bequem im Internet anzusehen? Nun ja,
auf groflen Ausstellungstafeln wirken die
algebraischen Flichen schon deutlich
eindrucksvoller. Einige Objekte sind so-
gar in leibhaftigem Kunststoff zu besich-
tigen; die Technik der computergesteu-
erten Stereolithografie hat grofle Fort-
schritte gemacht. Aber die wesentliche
Stirke der Ausstellung liegt in den inter-
aktiven Méglichkeiten. Mit Hilfe des
Programms »jreality«, das von einer
Gruppe an der Technischen Universitit
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Berlin entwickelt wird, fliegt der Benut-
zer durch eine imaginire Landschaft und
besichtigt von allen Seiten so merkwiir-
dige Dinge wie eine Boy’sche Minimal-
fliche oder die dreifach periodisch fort-
setzbare Minimalfliche mit der Symmet-
rie des Wiirfels; nur ist diese Fliche nicht
durchgehend dargestellt, sondern aus
Kreisscheiben unterschiedlicher Grofle
zusammengesetzt (Bild oben).

Dariiber hinaus kann der Besucher
gestalterisch titig werden. Ornamente
zeichnen sich dadurch aus, dass ein und
dasselbe Bildelement verschoben, ge-
dreht und/ oder gespiegelt immer wieder
auf der Bildfliche vorkommt — im Prin-
zip unendlich oft. Es gibt genau 17 we-
sentlich verschiedene Weisen (die 17
»kristallografischen Gruppenc), Verschie-

bungen, Drehungen und Spiegelungen

IMAGINARY 2008

Nach bisheriger Planung ist die Ausstellung

MENSCH & GEIST

Eine dreifach periodische Minimalfléche mit
der Symmetrie des Wiirfels wird hier durch
Kreisscheiben approximiert.

so zu kombinieren, dass die Bilder eines
»Urmusters« liickenlos zusammenpassen,
ohne sich zu tiberlappen. Ein Programm
des Studenten Martin von Gagern tiber-
nimmt den technischen Teil: die Repli-
kation des Urmusters. Der kiinstlerische
Teil, nimlich das Urmuster selbst mit
der Maus zu zeichnen, bleibt dem Besu-
cher iiberlassen (Bild S. 65).

Neuerdings hat Martin von Gagern
sein Programm auf die hyperbolische
Geometrie erweitert, jene merkwiirdige
nichteuklidische Welt, in der die Win-
kelsumme im Dreieck stets kleiner ist als
180 Grad und die man daher zum Bei-

vom 10. Mé&rz bis 11. April im Fraunhofer-Institut fiir Techno- und Wirtschaftsmathe-

matik (ITWM), Kaiserslautern,

vom 16. bis 25. Mai im Ideenpark 2008 der ThyssenKrupp AG in der Neuen Messe

Stuttgart,

vom 29. Mai bis 25. Juni in den Bahnhofsgalerien, Potsdam, und

im Rahmen des Wissenschaftssommers vom 28. Juni bis 4. Juli in Leipzig
zu sehen. Darliber hinaus fahrt das Wissenschaftsschiff der Leibniz-Gemeinschaft in
diesem Jahr durch ungeféhr zwanzig Stadte in Deutschland und wird einen Teil von Ima-
ginary prasentieren. Weitere Ausstellungstermine in Kassel (August), Kéln (September),
Konstanz und Miinchen (Oktober), Saarbriicken (Oktober / November) und Mainz (No-
vember / Dezember) sind geplant und werden auf der Webseite bekanntgegeben. Der

Eintritt ist frei.

www.imaginary2008.de



spiel mit rechtwinkligen Fiinfecken lii-
ckenlos pflastern kann — jawohl, Fiinf-
ecke mit finf rechten Winkeln (Spek-
trum der Wissenschaft 10/1990, S. 12).
Das Problem war so schwierig und von
Gagerns Losung so genial, dass die ur-
spriinglich  vorgesehene Diplomarbeit
unversehens zur Dissertation geriet.
Schliefllich kann man sich auch
selbst an den algebraischen Flichen ver-
suchen, deren edle Formen Herwig Hau-
ser so treflich ins Bild zu setzen weif3.
Auf einer virtuellen Tastatur gibt man
die Formel ein, und schon springt die
Fliche auf den Bildschirm und ist nach
Belieben von allen Seiten betrachtbar.
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Im Atelier von Herwig Hauser entstehen algebraische Flachen mit den exotischsten Formen.

Die Formel darf zwei Parameter na-
mens 2 und & enthalten; deren Wert
kann der Benutzer mit einem virtuellen
Schieberegler zwischen 0 und 1 variie-
ren, wobei sich die Fliche entsprechend
deformiert. Mit weiteren Regelknépfen
kann man die Fliche im Raum drehen.
Von dem Gesamtobjekt, das sich bis ins
Unendliche erstrecken kann, zeigt das
Programm nur den Teil, der sich inner-
halb einer Kugel um den Nullpunkt be-
findet; der Radius ist ebenfalls durch ei-
nen Mausklick einstellbar.

Einige Beispiele, von denen aus man
herumprobieren kann, sind vorbereitet,
und unversehens landet der ahnungslose

Spieler am Bildschirm an der vordersten
Front der Forschung.

Es ist nimlich noch nicht in jedem
Fall bekannt, wie viele Singularititen eine
algebraische Fliche gegebenen Grades
hochstens haben kann. Fiir den Grad 6
hilt den Weltrekord die von dem Erlan-
ger Mathematiker Wolf Barth entdeckte
Barth’sche Sextik mit 65 Singularititen
und daran ansetzenden Trompetenrohren,
die sich in die verschiedensten Raumrich-
tungen bis ins Unendliche erstrecken. Es
ist auch bewiesen, dass mehr Singulari-
titen beim Grad 6 nicht maoglich sind.
Fiir hohere Grade dagegen ist die maxi-
mal mégliche Anzahl an Singularititen
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Preisausschreiben

Gemeinsam mit dem Mathematischen Forschungsinstitut Ober-
wolfach veranstaltet Spektrum der Wissenschaft einen Wettbewerb
mit dem Ziel, neue, ansehnliche, iiberraschende oder sonstwie be-
eindruckende Bilder und Bildsequenzen aus algebraischen Flachen
zu erstellen.

Hilfsmittel ist das Programm »Surfer«, das wir zum Download be-
reithalten. Um eine algebraische Flache zu erzeugen, genlgt es, deren
Formel, ein Polynom in den drei Variablen x, y und z, einzugeben.

Mathematische Vorkenntnisse sind hilfreich, aber nicht Bedin-
gung. Beim Aufruf bietet das Programm »Surfer« eine Auswahl an
Beispielflachen samt zugehérigen Formeln an. Verdndern Sie zu-
nachst diese Beispielformeln, indem Sie fiir manche Zahlenwerte ge-
ringfligig andere einsetzen, und gewinnen Sie so einen ersten Ein-
druck von den Moglichkeiten des Programms.

Oder arbeiten Sie sich von elementaren Formen zu komplizierteren
vor, zum Beispiel:

» x?+y?-1=0 ist die Gleichung fir einen Kreis mit Radius 1 und Mit-
telpunkt O in der Ebene. »Surfer« macht daraus eine ganze Rohre mit
kreisférmigem Querschnitt; denn die dritte Koordinate z kommt in
der Gleichung nicht vor, also enthélt die algebraische Flache fir je-
den z-Wert einen Kreis. Eine Kugel (mit Radius 1 und Mittelpunkt 0)
hat die Gleichung x*+y?+2*-1=0.

» Wenn Sie die Variable x tiberall, wo sie vorkommt, durch cx erset-
zen, wobei c#0 irgendeine reelle Zahl ist, wird die Flache in x-Rich-
tung mit dem Faktor 1/c gestaucht (oder gedehnt, wenn c<1 ist). Erset-
zen Sie x durch x-a, so wandert die Flache um a in positiver x-Rich-
tung, das heiBt nach rechts. Entsprechendes gilt fiir die Variablen y
und z.

» Ein Produkt ist null, wenn einer seiner Faktoren null ist. Das Pro-
dukt zweier Formeln zu verschiedenen Flachen ergibt eine Flache,
die aus beiden zusammen besteht. (x?+y?-1)(y?*+ 22-1)(22+x*-1)=0
erzeugt drei Kreisréhren, die im Nullpunkt senkrecht aufeinander
stehen.

» Geringfligige Variation der Formel erzeugt eine geringfiigig abwei-
chende Flache. Dabei pflegen besondere Punkte wie Spitzen oder
scharfe Kanten »aufzuweichen«.

» Wenn in Threr Formel nur gerade Potenzen von x vorkommen (x2, x4,
..., nicht aber x oder x3), dann bleibt die zugehérige Flache unveran-
dert (»invariant«) unter der Ersetzung von x durch - x. Das heiBt, sie
ist spiegelbildlich symmetrisch beziiglich der Ebene x=0 (das ist die
y-z-Ebene). Indem man sich auf gerade Potenzen von y oder z be-
schrankt, erreicht man Symmetrie beziiglich Vertauschung von vorn
und hinten beziehungsweise unten und oben.

» Eine andere Art von Symmetrie erreicht man, wenn die Formel ge-
gen die Vertauschung zweier Variablen invariant ist. Dann ist ndmlich
die Fliche spiegelsymmetrisch beziiglich einer »schrdgen« (um 45
Grad gegen die Koordinatenebenen geneigten) Ebene.

» Eine Fliche hat die Symmetrie des Dodekaeders (oder des Ikosa-
eders, was dasselbe ist), wenn sie gegeniiber Spiegelungen an
dessen sechs Symmetrieebenen invariant ist. Ein prominentes Bei-
spiel ist die Barth’sche Sextik (Bild rechts oben). Dazu geniigt es,
wenn sie nur von den zwei Polynomen P, = (t2x*- y?) (t%?~ 2?) (°2*~ x?)
und K=x>+y?+7°-1 abhéngig ist (t=(y/5+1)/2 ist das Verhéltnis des
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goldenen Schnitts). Denn die vollkommene Symmetrie der Kugel K
stort keine andere Symmetrie. Dagegen macht jeder andere nicht-
konstante Term die Flache unsymmetrisch - was kiinstlerisch ganz
reizvoll sein kann.

Viele weitere Anregungen sind dem bereits abgeschlossenen Wett-
bewerb der »Zeit« (www.zeit.de/matheskulptur) zu entnehmen.

Einsendeschluss ist Dienstag, der 27. Mai. Eine Jury aus

» Andreas Daniel Matt, Kurator der Ausstellung »Imaginary«

» [aniel Lordick, Vorstandsmitglied der Deutschen Gesellschaft fiir
Geometrie und Grafik (DGfGG)

» Christoph Péppe, Redakteur bei Spektrum der Wissenschaft

bestimmt unter den eingesandten Arbeiten die drei Gewinner.

g § Spektrum
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3. Preis:

ein Magnet-
Schwebeglobus
(www.science-shop.
de/artikel/713547)

2. Preis:

eine Mathematik-
Armbanduhr (www.
science-shop.de/
artikel/760507)

1. Preis:

ein Jahresabonne-
ment Spektrum der
Wissenschaft

Auf der Webseite www.spektrum.de/mathekunst finden Sie

» das Programm »Surfer« zum Download fiir Windows- und Linux-
Rechner,

» ein Formular, mit dessen Hilfe Sie Ihr Bild oder Ihren Film samt
Zusatzinformationen zur Online-Veroffentlichung und zum Wettbe-
werb einreichen kénnen,

» ausfiihrliche Zusatzinformationen zum Thema, verfasst von den
Mathematikern Gert-Martin Greuel, Oliver Labs und Duco van Stra-
ten, im PDF-Format zum Download.
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Die Barth’sche Sextik mit 65 Singularitdten
(oben); die Septik von Oliver Labs mit 99
Singularitdten (unten)

unbekannt. Fiir den Grad 7 hilt gegen-
wirtig die von dem Saarbriicker Mathe-
matiker Oliver Labs entdeckte Labs’sche
Septik mit 99 Singularititen den Rekord.

Was passiert, wenn man diesen oder
jenen Koefhizienten ein bisschen verin-
dert oder dort ein Vorzeichen umdreht?
Die teilweise tiberraschenden Folgen sol-
cher Aktionen bekommt man in der
Ausstellung dank rafliniert geschriebener
Software in wenigen Sekunden auf der
Grofileinwand zu sehen — oder auch auf
dem heimischen Computer. Das Pro-
gramm »Surferc, das dahinterstecke, lduft
nicht nur in der Ausstellung; man kann
es aus dem Internet herunterladen.

Die Wochenzeitung »Die Zeit« hatte
im Januar und Februar dieses Jahres je-
dermann eingeladen, dem Publikum
und einer Jury die schonsten selbst ge-
fundenen algebraischen Flichen zu pri-
sentieren. Bis zum Einsendeschluss am
29. Februar haben begeisterte Hobby-
Algebraiker dort eine bunte Vielfalt von
knapp 600 Flichen zur Schau gestellt
(www.zeit.de/matheskulptur).

Inzwischen hat die Gruppe von der
Universitit Kaiserslautern, die das Pro-
gramm »Surfer« entwickelt hat, daran
weitergearbeitet. Man kann jetzt mehre-
re algebraische Flichen in ein und das-
selbe Bild setzen und elementares Kino
betreiben: Auf einen Mausklick hin er-
zeugt das Programm eine Serie von Bil-
dern, bei denen sich der Wert eines Para-
meters allmihlich verindert oder die Fi-
gur gedreht wird.

Aus diesem Anlass legen wir einen
neuen Wettbewerb auf (siehe die Ankiin-
digung auf der linken Seite). Finden Sie
die Formel fiir die schonste, wildeste
oder tiberraschendste — moglicherweise
bewegliche — Fliche und senden Sie uns
Bild oder Filmsequenz ein. Ihr Werk wird
auf der Stelle online veréffentlicht und
kandidiert fiir einen der drei Preise. <]

m Christoph Poppe ist Re-
E dakteur bei Spektrum
g der Wissenschaft.
ﬂ Weblinks zu diesem The-
ma finden Sie bei www.
spektrum.de/artikel/943427.
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