LOGARITHMISCHE SKALEN II

Alle Tiere der Welt und
die Staatsverschuldung in Dezibel

Logarithmische Skalen dienen der Ubersicht iiber viele GréRenordnungen — und der Verharmlosung.

Von Norbert Treitz

m Noah, der mit dem Schiffsbau
weit hinter dem Terminplan liegt,
etwas aufzuhelfen, iibermittelt ihm Gott
(durch gottliche Eingebung) die moder-
ne Dezimalschreibweise fiir Zahlen, ein-
schliefllich des Kommas zum Notieren
gebrochener Zahlen. Wihrend schwarze
Wolken den 40-tigigen Dauerregen an-
kiindigen und Noah die letzten Planken
seiner Arche verpicht, kommt ihm die
Idee, seine neuerworbenen Fihigkeiten
zur Buchfithrung zu nutzen. Beim Ein-
checken vermisst er jedes Tier mit seiner
Elle, notiert dessen Kérperlinge und
wirft einen Kieselstein in einen von
neun Korben, je nachdem, mit welcher
Ziffer das Messergebnis beginnt — und
wundert sich, dass der Einserkorb sich
viel schneller fiillt als alle anderen.
Sein jiingster Sohn Japhet beobachtet
das seltsame Treiben mit einem gewissen
Misstrauen und fiihlt sich in der Be-

fiirchtung bestitigt, dass der 600 Jahre
alte Herr in der letzten Zeit etwas abge-
baut habe. Warum sollen Kérperlingen
zwischen, sagen wir, einer und zwei El-
len hiufiger vorkommen als andere? Der
Junior, der sich mit seinen 570 Jahren
noch richtig fit fithlt, vermutet einen sys-
tematischen Fehler und wiederholt die
Messreihe, wihlt aber vorsichtshalber als
Mafleinheit nicht die Elle, sondern die
Handspanne oder auch halbe Elle. Zu
seiner Uberraschung landen auch dies-
mal im Einserkérbchen wesentlich mehr
Kiesel als in jedem anderen.

An einem langweiligen Regentag auf
hoher See setzen Vater und Sohn sich zu-
sammen und l6sen das Ritsel: Alle die re-
lativ handlichen Tiere, die Noah mit 0,5
bis 0,99... Ellen vermessen hatte (eine
Elle waren etwa 45 Zentimeter), werden
von Japhet als 1 bis 1,99... Handspan-
nen lang sortiert. Also geraten alle Kiesel
aus Noahs Korbchen 5 bis 9 in Japhets
Korb 1; kein Wunder, dass der ziemlich
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voll wird. Entsprechendes gilt fiir das
Krabbelgetier von 0,05 bis (knapp unter)
0,1 Ellen Kérperlinge ebenso wie fiir die
Elefantenklasse (mehr als fiinf, aber we-
niger als 10 Ellen). Dagegen verteilt sich
der Inhalt von Noahs Korb 1 bei Japhet
auf die Korbe 2 und 3 (Kasten unten).

Das Phinomen beobachtet
nicht nur bei den Kérperlingen von Tie-
ren, sondern allgemein bei groflen Men-
gen von Zahlen, die proportional zu phy-
sikalischen GrofSen und iiber viele Gro-
Benordnungen (das heif§t hier Potenzen
der verwendeten Ziffernbasis) verteilt
sind. Es zeigt sich, dass die Breiten der
Korbe sich verhalten miissen wie die Dif-
ferenzen der Logarithmen benachbarter
einstelliger Zahlen. Das ist das — 1938
formulierte — Gesetz von Frank Benford
(1887-1948).

Anders gesagt: Die ersten Stellen der
Logarithmen aller Zahlen nach dem
Komma verteilen sich gleichmiflig auf
zehn gleich breite Kistchen von 0 bis 9

man

Wenn Noah die Korperldangen aller Tiere auf seiner Arche misst,
beginnen weit mehr Messwerte mit einer Eins als mit jeder anderen
Ziffer - unabhéngig von der MaReinheit (unten, oberes Balkendia-
gramm). Um alle Kérbe gleichmaBig zu fiillen, muss Noah fiir die
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kleineren Anfangsziffern entsprechend breitere Kérbe vorsehen
] (die Rechtecke aus der oberen Haufigkeitsverteilung sind einfach
Rl quergelegt). Die Anordnung der Kérbe im Kreis (rechts) zeigt, dass
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(und bei anderen Ziffernbasen als un-
serer Zehn entsprechend). Damit erklirt
sich auch die Beobachtung Simon New-
combs zu den ungleichmiflig abgegrif-
fenen Logarithmentafeln, mit denen die-
se Rubrik im vergangenen Monat endete
(siche auch Spekerum der Wissenschaft
4/1994, S. 16).

Es ist plausibel, dass alle Intervalle,
die ein festes Verhiltnis zwischen Ende
und Anfang haben (zum Beispiel 1,1 zu
1) gleich viele Kieselsteine enthalten.
Das ist offenbar skaleninvariant, sprich
unabhingig von der gewihlten Maflein-
heit. Die logarithmische Gleichvertei-
lung erfiille diese Skaleninvarianz.

Das Gesetz von Benford gilt nicht
fiir beliebige Zahlenmengen. Gegenbei-
spiele sind:

p die Koérperhohen erwachsener Men-
schen, denn sie liegen in einem engen
Bereich: Das Verhiltnis zwischen dem
grofSten und dem kleinsten Wert ist rela-
tiv klein;

P> Einwohnerzahlen von Stidten zwi-
schen 25000 und 100000, aus dem-
selben Grund;

p Telefonnummern, denn die Ziffern
darin sind beliebige Zeichen, die nichts
mit Gréflen zu tun haben.

Die neutrale Sieben

Vor einigen Jahren waren neutrale Fliis-
sigseifen eine gute Alternative zur (etwas)
dtzenden, namlich alkalischen gew6hn-
lichen Seife. Mittlerweile bevorzugt man

es nicht darauf ankommt, ob man in El-
len (Noahs Skala, innen) oder in Hand-
spannen (Japhets Skala, auBen) misst. Im
Gegensatz zu den GrolRen selbst gilt bei
deren Logarithmen fir die erste Ziffer
hinter dem Komma die Gleichverteilung
(mittlere Skala).
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»hautneutrale« Seifen, die deswegen so
gut vertriglich sind, weil sie eben nicht
neutral sind, sondern leicht sauer, sozu-
sagen neutral relativ zur ebenfalls leicht
sauren Haut. Auf der Flasche finden wir
den pH-Wert 5,5. Was steckt dahinter?
Wieder einmal Logarithmen!

Das Wassermolekiil H,O hat eine
kleine, aber wichtige Tendenz, ein H'-
lon abzuspalten. Das kann als armes
Proton nicht allein herumschwimmen,
sondern dockt an ein anderes H,O an,
das dadurch zum Oxonium H,O" wird
(frither auch Hydronium oder Hydroxo-
nium genannt). Das verbleibende Ion
OH- nennt sich (nach wie vor) Hydro-
xidion. Die Reaktionsbezichung ist also
2H,0 > H,0'+OH".

Fir dynamische Reaktionsgleichge-
wichte haben Cato Maximilian Guld-
berg und Peter Waage 1864 cin Gesetz
mit dem antiquierten Namen »Massen-
wirkungsgesetz« gefunden. Unter nicht
allzu exotischen Bedingungen gilt fiir die
in Mol pro Liter (1 mol sind rund 6-10%
Teilchen) gemessenen Konzentrationen
2 dass p (H,0") - p(OH") etwa 10~ ist.
In reinem und daher neutralem Wasser
sind beide Faktoren gleich und miissen
somit den Wert 107 haben. Von jeder
der beiden Ionensorten sind also rund
6-10'¢ Exemplare in einem Liter von im-
mer noch neutralem Wasser.

Alkalische Stoffe wie NaOH bringen
nun zusitzliche Hydroxidionen mit. Da-
mit das obige Produkt wieder den rich-
tigen Wert hat, muss die Menge der Oxo-
niumionen abnehmen. Umgekehrt geben
Sduren H*-Ionen ab und erhéhen damit
die Oxonium-Konzentration, weswegen
die Hydroxid-Konzentration abnimmt.

Die 5,5 aus der hautvertriglichen
Fliissigseife bedeuten nun (etwas verein-
facht), dass in einem Liter 10->> Mol
Oxoniumionen sind, also rund 32-mal
so viele wie im neutralen Wasser. Hydro-
xid und Oxonium sind jetzt nicht mehr
1:1 vorhanden, sondern 1:1024 oder
ausfiihrlicher (1/32):32.

In der Bezeichnung »pH-Wert« deu-
tet das p die Konzentration an (genauer:
die Aktivitit, was hier nicht niher disku-
tiert werden soll) und das H das Oxoni-
umion, das frither als H" gezihlt wurde.
Die entscheidende Einzelheit muss man
sich ohne Buchstaben merken: Gemeint
ist der negative Zehnerlogarithmus die-
ser Konzentration. Da hilft es auch nicht
besonders viel, wenn man »p -Wert«
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statt »pH-Wert« schreibt. Werte iiber 7
bedeuten alkalisches (= basisches) Verhal-
ten, solche unter 7 saures, und jede Stufe
bedeutet einen Faktor 10 der Konzentra-
tionen von Hydroxid und (gleichzeitig
gegenliufig) Oxonium, also 100 fiir ihr
Zahlenverhiltnis.

Die pH-Skala ist in diesem Sinn
auch fiir Laien handlich, wenn man ein-
mal zur Kenntnis genommen hat, dass
der Neutralpunke die Sieben ist.

Tonhohen und Frequenzen

Die abgegriffene Linge auf einer Saite ist
umgekehrt proportional zu ihrer Schwin-
gungsfrequenz, wie wir seit Marin Mer-
senne (1588—1648) wissen. Nun werden
Tone fast immer von Oberténen mit
ganzzahligen Vielfachen der Frequenz be-
gleitet. Erklingen zwei Tone mit niedrig-
rationalem Fequenzverhiltnis zugleich,
so fallen viele von diesen Oberténen zu-
sammen, was wir als Konsonanz empfin-
den. Darum sind Intervalle wie die
Quint (Frequenzverhiltnis 3:2) oder die
grofle Terz (5:4) bei Hoérern wie bei
Komponisten sehr beliebt. Im Fall des
Verhiltnisses 2 sind sogar die Obertdne
des hoheren Tons eine echte Teilmenge
von denen des tieferen. Es ist daher kaum
ein Zufall, dass wir solchen Toénen sogar
den gleichen Namen geben, unterschie-
den nur noch durch Indexnummern oder
verschieden viele Strichlein.

Die Tastatur eines Klaviers und die
tibliche Notenschrift sind eigentlich log-
arithmische Skalen, denn gleiche Abstin-
de auf der Tastatur wie auf dem Noten-
papier bedeuten nicht etwa gleiche Fre-
quenzunterschiede, sondern gleiche Fre-
quenzverhiltnisse. Und das gilt auch nur
ungefihr, weil aus historischen Griinden
zwischen zwei weiflen Tasten mal ein
Halbton, mal ein Ganzton liegt; diese In-
konsequenz wird in der Notenschrift ge-
treulich reproduziert. Zu allem Uberfluss
kommen keine reinen Terzen und keine
reinen Quinten heraus, wenn man in der
heute bei Tasteninstrumenten iiblichen
gleichstufigen Stimmung die Okrave in
zwolf gleiche Halbténe mit dem Fre-
quenzverhilenis 2 V12 einteilt.

Die verschiedenen »wohltemperier-
ten« Stimmungen des 18. Jahrhunderts
sind wieder etwas anderes. Sie realisieren
zwar auch »alle Tonarten« auf geniefSbare
Weise, aber keineswegs mit lauter glei-
chen Intervallen. Allein Andreas Werck-

meister (1645—1706) hat vier verschie-

37



CHRISTOPH POPPE, NACH: NORBERT TREITZ

Widerstidnde Filmempfind- Magni- Frequenz Ober-
(SerieE12) lgy y dB lichkeit tudo  (Hertz) tone
—1000 — 3,0 7—1000 —30 ODIN ASA — 0,0 1024

- 820 _29 | 888 ~29 30 800 — 02 —

— 680 _,g [ 00 8 — 0.4

— 560 2 2 — 06 512 16
— 470 ./~ 500 —27 ~ 0,8 12
— 390 —26 |- 400 —26 27 400 — 1,0 — $ )
— 330 55 | 390 25 = 12 510
- 20 5, o == 256 3
— 220 - 1,6 o7
" lso %3 [ 200 23 24 200 _ g o o6
— 150 — 2,2 —22 - 2,0 [ — e5
— 120 — 21 -21 : g,i 128 e
— 100 — 2,0 100 —20 21 100 2’6 3
a 2; - 19 B gg —19 - 2,8 —

- e 18 [ g0 18 ~3,0 64 °2
_ - 17 | 50 —17 18 50 — 3.2

— 39 — 16 40 16 B 3’6

- 23 - 15 | 30 -15 _38 32 o1
- 21 gy —14 — 4,0

- 2 43 L 20 -1 - 42

- 18 — 4,4

_ 15 L2 12 T e 1O

_ 13 — 11 —11 48

~ 10 -~ 10 (10 10 - 50

- 82 _09 8 9 — 5,2

- 68 -7 — 54

_ 5.6 08 L 6 8 — 5,6

_ 4,7 - 0,7 — 5 7 — 5’8

_ 39 -06 | 4 6 ~ 6,0

- 33 _o05 | 3 5 — 6,2

- 2T gy 4 - 64

- 22 — 6,6

18 0,3 2 3 — 6,8

_ 1,5 0,2 2 — 7,0

- 12 — 01 E 3 ;i

- 1,0 —00 - 1 0 s

dene »wohltemperierte« Stimmungen
vorgeschlagen, nicht aber die gleichstu-
fige. Leider verwechseln fast alle Physik-
und erschreckend viele Musiklehrbiicher
und GrofSlexika »wohltemperiert« und
»gleichstufige.

Erdbeben

Im April 1992 erzihlten einige Kollegen
bei uns in Duisburg, dass sie wegen eines
Erdbebens fast aus dem Bett gefallen
seien, wihrend andere (darunter ich)
durchgeschlafen und nichts bemerkt hat-
ten. Es war seit Jahrhunderten das stirks-
te Erdbeben in Mitteleuropa, hatte sein
Epizentrum in Roermond (Niederlande)
und die Stirke 6 auf der der nach
Charles Richter benannten Skala.

Ende 2004 kamen durch ein Seebe-
ben mit Tsunami im Indischen Ozean
iiber 230000 Menschen um, wie wir
noch in bedriickender Erinnerung ha-
ben. Seine Stirke war zirka 9. War es nur
anderthalbmal so stark wie das bei uns?

Frither wurde bei Erdbebenmel-
dungen immer dazugesagt, dass die
Richter-Skala »nach oben offen« sei, aber
damit war nur gemeint, dass sie nicht ein

38

endlicher Kriterienkatalog ist wie etwa
die Mercalli-Skala oder auch die ur-
spriingliche Windstirkenskala von Beau-
fort, sondern dass ihre Zahlen aus Mes-
sungen hergeleitet werden.

Beim Erdbeben misst man die Amp-
lituden gewisser Wellen an verschie-
denen Orten und kann daraus abschit-
zen, welche Energie insgesamt freigesetzt
worden ist. Bekanntlich geht die Leis-
tung quadratisch mit der Amplitude,
aber auch die Dauer ist bei stirkeren Be-
ben linger, und es kommt empirisch
heraus, dass zur 100-fachen Amplitude
etwa die 1000-fache Gesamtenergie ge-
hort. Geben wir nun die gemessenen
Amplituden logarithmisch zur Basis 10
als »Richter-Magnitude« an, so bekom-
men wir fiir die geschitzte Energie eine
Skala zur Basis V1000, also etwa 31,6.

Was bedeutet demnach der Unter-
schied zwischen 9 und 6, also 3 Magni-
tuden? Rund den Faktor 30000 fiir die
Energie.

Haben wir Vergleichswerte fiir ande-
re Vorginge als Erdbeben? Seit es Kern-
waffen gibt, vergleicht man ihre Spreng-
kraft mit Trinitrotoluol (TNT), einem

Verschiedene Skalen iiber drei Zehner- oder
zehn Zweierpotenzen. Schwarze Ziffern ge-
ben die jeweiligen GroBen im Klartext an,
bunte in logarithmischen Pseudoeinheiten.
Gelb-weiBe Zebrastreifen zeigen Oktaven
(Zweierpotenzen) an.

kriftigen chemischen Sprengstoff, der
4,2 Megajoule pro Kilogramm freisetzt.
Ein wenig Nachrechnen ergibt eine er-
staunlich einfache Faustformel: Ein Ki-
logramm TNT kann ein Erdbeben der
Magnitude 0 machen, ein Faktor 1000
addiert zwei Richter-Einheiten. Fiir die
Nachahmung des Roermond-Bebens
briuchte man also eine Millarde Kilo-
gramm TNT, das ist eine Megatonne.
Das Seebeben 2004 war aber 30 000-mal
so stark.

Auch wenn die Richter-Skala nach
oben nicht begrenzt ist: Die Erdbeben
sind es, und zwar gar nicht weit iiber
dieser Stirke, etwa bei 9,5. Noch stirke-
re Verspannungen der Erdkruste 16sen
sich offenbar stets in kleineren Schritten.

Ist die Skala denn wenigstens nach
unten begrenze? Eine lineare Skala hort
unten bei 0 auf, aber wir haben es ja mit
einer logarithmischen zu tun. Ein krif-
tiger Faustschlag auf den Tisch mit einer
Energie von 4 Joule 18st immerhin ein

Erdbeben der Stirke —4 aus.

Ganz harmloser Larm?
Wenn Sie der Krach einer Baumaschine
neben Threm Wohnzimmer stort, sind
Sie sicher nicht von der Ankiindigung er-
baut, dass demnichst zehn solche Ma-
schinen dort arbeiten werden. Der Akus-
tiker beruhigt Sie: Es sind statt 80 Dezi-
bel dann eben 90, also nur 10 Dezibel
mehr. Sind das wirklich nur 12 Prozent?
Der fiir Thr Nervensystem zustindige
Arzt findet das weniger beruhigend. Es
stimmt zwar, dass man den Unterschied
zwischen 50 und 60 Maschinen als etwa
eben so deutlich wie den zwischen 5 und
6 wahrnimmt und nicht zehnmal so
stark, aber die damit begriindete Um-
rechnung von Energiestromdichten in
logarithmische Einheiten ist doch ziem-
lich verwirrend. Vor allem wirkt sie im
Sinn einer beachtlichen und durch nichts
zu rechtfertigenden Verharmlosung.
Schall ist ein Transport von Energie,
mit dem (hérbare) Strukturen mitlaufen.
Eine dauernd titige Schallquelle hat eine
Sendeleistung (in Watt messbar) und er-
zeugt in verschiedenen Entfernungen
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entsprechende Energiestromdichten (in
Watt pro Quadratmeter).

Fiir Wellen in gewissen Frequenzbe-
reichen sind unsere Ohren aufSerordent-
lich empfindlich. Bei 1000 Hertz spre-
chen sie bereits auf die Energiestrom-
dichte der Groflenordnung 1 Pikowatt
(10712 Watt) pro Quadratmeter (auf dem
Trommelfell) an. Dabei ist die Ampli-
tude des Wechseldrucks etwa 30 Mikro-
pascal, sein Effektivwert rund 20 Mikro-
pascal. Das ist der Druck, den ecine
Wasserschicht von wenigen Atomlagen
Dicke in unserem Schwerefeld ausiibt!

Leider geht es meistens wesentlich
lauter zu. Richtig schmerzhaft wird es
bei dreimillionenfachen Amplituden des
Wechseldrucks, also der zehnbillionen-
fachen Energiestromdichte, das sind 13
Dezimalstellen mehr.

Nun kann man ganz einfach die Zahl
der Dezimalstellen als (logarithmisches)
Maf} fiir die Intensitit nehmen und als
Pseudoeinheit das Bel einfithren, benannt
nach Alexander Graham Bell (1847—
1922). Damit es nicht zu grob wird, wird
die Zehnerpotenz noch in zehn Stufen
geteilt, und man kommt zum Dezibel, ei-
ner »Einheit« zur Basis 1071°=1,2589.

Wie sich herausgestellt hat, ist nicht
nur die Wahrnehmungsschwelle fre-
quenzabhingig, sondern auch die schidi-
gende Wirkung des Lirms. Man setzt da-
her vor das Messgerit ein Frequenzfilter,
das den harmloseren Bereich entspre-
chend abschwicht gemif§ einer Kurve A
(oder B oder C). Die so »bewertete« Mes-
sung wird dann in dB(A) beziehungswei-
se dB(B) oder dB(C) angegeben.

Das alles scheint gut zum Weber-
Fechner-Gesetz zu passen. Aber dariiber
hinaus gibt es zum Vergleich von gleich
laut empfundenen Ténen verschiedener
Frequenzen das Phon. Um auch noch zu
formalisieren, welche Intensitit man
doppelt oder dreimal so laut empfindet
wie eine andere, gibt es die Einheit Sone
fur die »Lautheit, alles in sehr begrenz-
ter Ubereinstimmung mit Fechner.

Obwohl unsere Augen eine ebenso
grofle Spannweite von Energiestrom-
dichten bewiltigen, kommt die Optik
ganz gut ohne eine derartige Vielfalt von
Grofen und Einheiten aus. Lediglich in
die MafSeinheiten Candela, Lumen und
Lux ist eingearbeitet, dass die Empfind-
lichkeit des menschlichen Auges von der
Frequenz des Lichts abhingt (ansonsten
konnte man diese GrofSen in Watt bezie-
hungsweise Watt pro Quadratmeter aus-
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driicken); aber logarithmische Mafle
werden in der Optik auflerhalb der As-
tronomie nicht gebraucht.

Viele Geheimsprachen machen den
Benutzern das Leben kaum leichter, hal-
ten aber die Laien durch jede Menge von
Un- und Missverstindnissen drauflen,
auch bei Dingen, die an sich ganz leicht
wiren. Im Hermann-Loéns-Deutsch miis-
sen die Kinder lernen, dass Lauf ein
Rohr oder ein Bein sein kann, mit
Schweif§ aber Blut gemeint ist, jedoch
keinesfalls umgekehrt, und halten das
Ganze dann vielleicht fiir biologische
Bildung. Der unnétige Gebrauch von
Potenzgesetzen ist noch viel wirkungs-
voller als so ein Vokabular.

Nicht in die Irre fiihren!

Damit will ich den Normenausschiissen
keine bose Absicht unterstellen, wohl
aber mangelnde Riicksicht auf Laien und
Schiiler auf dem Weg zum Experten. Ein
Kollege sagte einmal nur halb im Scherz,
er habe keine Lust mehr, Astronomie in
der Schule zu machen, weil man so viel
Zeit und Aufmerksamkeit fiir tiberfliissi-
ge Einheiten und altertiimliche Bezeich-
nungen aufwenden miisse.

Wir brauchen mehr und nicht weni-
ger naturwissenschaftlich-technische Bil-
dung bei Laien (Juristen, Politikern, ...),
und die Natur ist schwierig genug. Wir
sollten dem Verstindnis nicht auch noch
vermeidbare Hiirden in den Weg legen.
Die Aussage »Die eine Lirmquelle ist
so laut wie zehn von der anderen Sorte
zusammen« ist einfacher zu verstehen
als »Die eine ist 10 dB lauter«. Und die
Aussage, das harmlose Erdbeben von
Roermond habe die Stirke 6 und das
30000-mal so starke katastrophale vom
Indischen Ozean auch nur 9, ist mit »ir-
refithrend« noch sehr vornehm charakte-
risiert.

Hoffen wir, dass nicht demnichst die
Staatsverschuldung in Dezibel angege-
ben wird oder auf einer anderen nach
oben offenen logarithmischen Skala, fiir
die dann die Opposition den Namens-
patron auswihlen darf. <

Norbert Treitz ist apl. Professor
fur Didaktik der Physik an der Uni-
versitdat Duisburg-Essen. Seine
Vorliebe fiir erstaunliche Versuche
und Basteleien sowie fir anschau-
liche Erklarungen dazu nutzt er auch zur For-
derung hoch begabter Kinder und Jugendlicher.
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